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12,avenue du G&n&al Leclerc, 13003 Marseille, France 

(Recu le 21 Juin 1976) 

R&sum&-Une verification des hypotheses genbalement admises dam la region interne d’une couche 
limite turbulente avec chauffage et aspiration a la paroi est effectuce. Dans la region pleinement turbulente 
de la couche limite, une expression analytique est proposke pour le profil de tempkrature avec aspiration. 

Elle permet de dkduire le profil de temptrature avec aspiration de celui de vitesse sans aspiration. 

densite moyenne de flux de chaleur 
orthogonalement a la paroi; 
nombre de Margoulis-Stanton, 

St = 4plPe C, U&4@, - @,I; 
composantes de la vitesse instantante 
respectivement selon les directions x, y, z; 
vitesse de l’ecoulement exterieur; 
vitesse de frottement, U* = (rdp,)“‘; 

= u/u*; 

Symboles grecs 

vitesse #aspiration a la paroi; 
distance au debut de l’aspiration dans la 
direction x; 
coordonnees rectangulaires (Fig. 1); 
= yu*/v. 

A, 
A+, 
Cf, 

cm 
H, 
K, 
k, 
1, 
P, 
Pr, 
Pr,, 

NOTATIONS 

taux d’aspiration, A = - pp Vp//plpe U,; 
taux d’aspiration reduit, A+ = - VJU*; 
coefficient de frottement local a la paroi, 

Cf = rp/3Pe U,‘; 
chaleur specifique a pression constante; 
parametre de forme, H = 81/82 ; 
constante de von Karman; 
coefficient de conductivite de l’air; 
longueur de melange de Prandtl; 
pression moyenne; 

nombre de Prandtl, Pr = v/a; 
nombre de Prandtl de la turbulence, 

Pr, = v,/u*; 

coefficient de diffusivite thermique, 

u = &C,; 
coefficient de diffusivite turbulente de chaleur, 

I -0 v = a,(aB/ay); 
Cpaisseur de couche limite a U = U,; 
valeur de 6 a X’ = - 1OOmm; 
Cpaisseur de d&placement, 

s 

h=-d 

6, = (l-bi/p,Ue)dy; 
0 

epaisseur de quantite de mouvement, 
II>6 

62 = 
s 

G,ulpeUe)(1 -WJe)dy; o 

&, epaisseur d’enthalpie, 

s 

h>6 

6i = (/wPe Ue) o 

x [l - (O,-8)/(0, - OJ] dy; 

O,, O,, temperatures de l’ecoulement exterieur et 

P? 
7, 

Indices 

A, 
e, 
0, 

Pt 

de la paroi; 
echelle de temperature, O* = qp/pp C’, U * ; 
temperature instantanee; 

= (@,-8)/o*; 
coefficient de viscosite moleculaire; 

coefficient de viscosite cinematique, v = p/p; 
coefficient de diffusion turbulente de quantite 
de mouvement, - u’v’ = v,dii/8y; 
masse volumique; 
tension moyemre de frottement. 

avec taux d’aspiration A; 
ti l’exterieur de la couche limite; 
sans aspiration; 

a la paroi. 

Conventions 

valeur moyenne, g = S + g’ avec z = 0; 
valeur fluctuante, 2 = 0; 
valeur moyenne pondCrCe par la masse, 

$7=Eillp; 
)I valeur fluctuante, pg = 0. 

1. INTRODUCTION 

DES EXPRESSIONS analytiques pour les profils de 

vitesse moyemre dans le cas des couches limites tur- 
bulentes avec transfert de masse a la paroi ont ete 
propostes par differents auteurs, notamment par Black 
et Sarnecki [l], Stevenson [2], Tennekes [3], Simpson 

et al. [4]. 
Pour obtenir de telles expressions il est necessaire 

d’introduire des hypotheses phenomenologiques. 
Le present article a pour but, d’une part, de voir 

dans quelle mesure ces hypotheses, gentralement ad- 
mises, sont verifiees, d’autre part, de proposer une 
expression analytique pour les profils de temperature 
moyenne. 
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2. EQUATIONS STATISTIQUES 

(i) Les Cquations [5,6] prksentkes cl-aprks sont 
relatives B une couche limite turbulente se dkveloppant 
sur une plaque plane chauffke. I1 s’agit d’un kcoulement 
d’air A faible vitesse (U, rr 12 ms-‘), bidimensionnel en 
moyenne, A variations de temptrature modkrkes 
(0,--O, z 20K). pour lequel les effets de gravitk sont 

nkgligeables. 

La dernikre intkgrale Ctant nkgligeable [7]. cette 
Cquation permet de dkterminer T lorsque l’on connait 
les repartitions de vitesse et de tempkrature moyenne. 
On obtlent en partlculier h la paroi : 

L’Cquation statistique de bilan de masse s’kcrit, en 

introduisant les moyennes pond6rCes par la masse [5] : 
1-_ --_ 
cpu+zLo, 
?s EJ 

(1) 

T-i On montre que [7,6] fi z U; par contre pi; = pO+p t’ 

-n’est pas en g&ral Cquivalent A pi;, puisque, les 
7 valeurs de p D ne sont pas toujours nkgligeables par 

rapport & celies de pl’, notamment au voisinage de la 
paroi en l’absence d’aspiration ou de soufflage. 

L’kquation statistique de bilan de quantitk de mouve- 
ment selon l’axe (0, x) s’kcrit, compte tenu de l’kquation 

selon l’axe (0, y) : 

__aii __dii dPe 
Pu~+PL’~= -d.y 

En effet [6,7], pu”tl” z pu’c’ = pu’v’, PU”~ E p~‘~ 1 pz 
et pf2 5 p~‘~ E PP. 

Par ailleurs, l’kquation statistique d’enthalpie se met 
sous la forme : 

car8zGet$T2.pTzP81vl 

La production de chaleur (p par effet de viscositt: 
est nirgligeable sauf au voisinage immkdiat de la paroi 
IV’ 5 10 g 15). Dans la sous-couche visqueuse elle 
diffire peu de p(&/?~)~ ; dans le cas de nos exptriences, 

‘lkhauffement correspondant [8] est trQ faible 

(906 K). 
(ii) L’intCgration de l’kquation (1) donne la densit& 

de flux de masse normalement A la paroi: 

Pour une distance h 2 S on en dkduit, en supposant 
pe indkpendant de X: 

pa h-d1 dPe d6, 
_= -A+---- 
Pe u, p,U,z dx -+d.y. 

(5) 

Cette formule gCnkralise celle obtenue dans le cas d’une 
couche limite isotherme [9]. 

La tension moyenne de frottement, obtenue k partir 
de (2), s’Ccrit : 

d’oti le coefficient de frottement local: 

C, d& 
-=ds-(H+2) 

ii2 dPe 

2 
----+A. 
pe U,’ dx 

(8) 

Dans le cas d’un Ccoulement isotherme sans aspiration, 
on retrouve l’ttquation intkgrale de quantitt: de mouve- 

ment de von Kkrman [lo]. 
De faGon analogue, la densitk moyenne de flux de 

chaleur normalement j la paroi, dkduite de (3). est 

donnke par: 

On en diduit, en supposant 0, indkpendant de X: 

YP = c p ~[p.u~(Q,-0,)6,l-P,V,(O,-O,) 
F 1 

(10) 

Par suite, si 0, est constant, le nombre de Margoulis- 
Stanton s’kcrit : 

S, =d6,_-2i,dPe+A, 
d.u p,iJ; d.u 

(11) 

3. EXPRESSIONS ANALYTIQUES DES PROFILS DE 
VITESSE ET DE TEMPERATURE MOYENNES 

Les diverses hypothkses phknomknologiques et les 
expressions des profils moyens qui vont &tre intro- 
duites ci-aprb seront vkrifikes pour la couche limite 

turbulente pleinement dirveloppke d’une plaque plane 
chauffke dans le cas oti le d&but du chauffage coincide 

avec celui de l’aspiration et dans celui oi il est pratique- 
ment confondu avec la ligne de transition g la turbu- 
lence (Fig. 1). 

(i) Vulidith des relations g6n6rulement admises 
Dans le cas d’une faible aspiration g travers la paroi, 

on admet que. dans la rCgion interne de la couche 

FIG. 1 Schkma exptrlmental. p% frontitre convention- 
nelle de la couche hmite; isotherme 0 = 0,. --- cas No. 1. 

0,-0,rr21K;-.-.-casNo.2.0,-0,222K. 
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limite, les relations suivantes sont vkrifikes: 

@a 1: pp vp (12) 

r-p*V& w Tp. (13) 

En wnsidkant les Cquations (4) et (6), on remarque 
que ces relations reviennent d supposer que le.5 vari- 
ations par rapport B x sont n&$igeables. 

Dans le cas oit il n’y a pas d’aspiration, on retrouve 
l’hypothise classique que l’on fait dans la rbgion inteme 
de la couche limite [ 1 l] : z 2: tp. 

Pour les conditions expkimentales adopt&es, dans la 
rkgion interne (y $ 0,2&), on constate sur la Fig. 2 que 
la relation (12) est d’autant mieux vCri%e que le taux 
d’aspiration est plus fort; la Fig. 3 montre qu’il en est 
de m6me pour (13). 

FIG. 2. Den& de &LX de masse normalement g la paroi 
(cas No. 1). U, = 12msf’; & = 62mm; O,-0,1:21 K; 
x’= 135,; 6,=48mm. a, A=O; 8, A =O.OOOS; A, 

A = 0.0015; 0, A = 0.0022; m, A = 0.0030. 

f 1 

‘t ,- A-00000 __q 
‘\ 

‘\ 
N. Y 

FIG, 3. Variation de 7 -pp VP ii et de q - C,p, &v,(@, - g) en 
~onctiondeladistan~~la paroi. U, = 12ms-1;60 = 62mm; 

x’ = 136,; 6, = 48 mm. ----, cas No. 1; -, cas No. 2. 

Lorsque les conditions aux limites de vitesse et de 
tempkrature moyennes sont analogues, on peut icrire, 
avec une approx~ation similaire g celle faite pour 
Ctablir (13): 

4-pp W,(@,--0) = + 

Sans aspiration, on retrouve [12]: q = qP. 

(14) 

Effectivement la Fig. 3 montre que, dans le cas 
d’exp&ience No. 2, la relation (14) est vkifite dam les 
m&mes limites que (13). 11 n’en est Cvidemment pas de 
mgme dans le cas d’expkrience No. 1 pour lequel les 
dCrivt$es par rapport B x sont importantes principale- 
ment sans aspiration. 

(ii) Expressions analytiques des projls de tlitesse 
myenne 

La distribution de vitesse moyenne dans une couche 
limite turbulente avec faible aspiration (ou injection) a 
fait l’objet de nombreuses Etudes. Les methodes, 
semblables k celles utiliskes dans le cas d’un kcoulement 
sans d&bit de masse g travers la paroi, relkent 
essentiellement des thkories phknomknologiques de 
longueur de mklange et de loi de similitude. Si ces 
mkthodes ne permettent pas de dkcrire la structure fine 
de la turbulence, elles aident notamment B la comprk- 
hension des mkcanismes globaux. 

En admettant les relations (12) et (13), l’analyse 
dimensionnelle montre que la distribution de vitesse 
dam la region inteme, pour un gaz ii proprittks 
physiques constantes, s’kcoulant sur une paroi rigide 
et lisse, doit &re de la forme [4] : 

U + = f(y”. A+). (1% 

Dans la sous-cow&e visqueuse, o& les tensions de 
Reynolds sont nbgligeables, la relation (13) permet 
d’obtenir: 

En ce qui concerne la region pleinement turbulente, 
deux groups de mkthodes sont utiliskes: celles des 
kchelles caractkristiques [3, 13,7] et celles faisant inter- 
venir la longueur de mklange de Prandtl [l, 2, 14,7]. 

Dans le second groupe de mkthodes, la couche 
pleinement turbulente est d&rite par la relation (13) 
et les expressions : 

7 aii z 
-uv =P -jj 

i) 
I= KJ (18) 

oti K est la constante de K&rmhn dont la valeur est 
comprise, selon les auteurs, entre 0,38 et 0,43. La valeur 
de K est supposke ind~~nd~te de l’aspiration (ou 
injection); en fait, on constate sur la Fig. 4 que 2 
augmente en fonction de l’aspiration et diminue avec 
l’injection [I5]. Ceci est en accord avec les dtudes 
spectrales de Dumas [16) et Fulachier [f 7) montrant 
que la turbulence avec aspiration est & plus grande 
Bchelle que sans aspiration. Toutefois Andersen, Kays 
et Moffat [18] interprktent leurs rksultats expkrimen- 
taux comme dormant des valeurs de la coastante de 

HMTVol.2O.ko 2-B 
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FIG. 4. Longueur de melange dans la couche limite. (a) effet 
de l’aspiration: 0, A = 0; A, A = 0.0015; n , A = 0.0030. 
(b) effet de l’injectjon (Jonsson et Scott [15]): --, A = 0; 

-.-, A = -0.00087; ---, A = -0.0021. 

Karman, et par consequent de la longueur de melange 1, 
independantes de l’aspiration ou du soufflage. 

Les relations (13) (17) et (18) permettent d’obtenir, 
apres integration, la loi de paroi : 

-;(l-A+u+)l~’ =;log ; I I (19) 

oti d est une constante dependant de A+. Les ex- 

pressions analytiques proposees different essentielle- 
ment suivant les hypotheses faites pour determiner d. 
Parmi les expressions proposees, celle de Stevenson [2] 

semble la mieux adaptte a nos resultats experimentaux 
(Fig. 5): 

$[I-,I-Atut)“l] =;logg++C+$ (20) 

oti K est suppose independant de l’aspiration. C + 2/A+ 
varie peu avec A” ; il est pris Cgal a Co qui est la 
constante intervenant dans l’expression de u+ sans 
aspiration: 

u+ =~log?++Co. (21) 

Ainsi, la repartition de la pseudo-vitesse 

en fonction de I’+ est peu affectee par I’aspiration 
(Fig. 5) dans la zone lineaire du profil de vitesse comme 
cela avait Cte constate par Stevenson [2]. On dedle 
cependant une leg&e diminution de la pente avec 
l’aspiration, ce qui est conforme a l’augmentation de 
la longueur de melange avec l’aspiration (Fig. 4). 

Des comparaisons ont ete faites par ailleurs [7] 
avec les expressions proposees par Tennekes [3] et 
par Simpson, Kays et Moffat [4]. Les expressions ne 
peuvent &tre ajustees aux resultats experimentaux 
obtenus qu’a condition de modifier les coefficients de 
frottement dans des proportions notables. 

10 /’ 
I III I I II 

IO' 102 IO 
Y' 

FIG. 5. Comparaison des profils experimentaux de vitesse 
dans la region pleinement turbulente (representation de 
Stevenson [2]). U, = 12ms-r: U,* = 0,47ms-r; 0,-O, 1 
21 K; 60 = 62mm; X’ = 136.; 6, = 48mm. -.-•-.-. A = 0 
(A+ =O); A., A =0.0015 (A+ =0.032); W, A =0.0030 

(A+ = 0.055). 

(iii) Expressions analytiques des projls de temphature 
moyenne 

Dune facon similaire a ce qui est fait pour les 

vitesses moyennes, l’analyse dimensionnelle montre 
que la distribution de temperature moyenne, dans la 
region interne, doit &tre de la forme : 

O+ = F(y’, Pr, A+). (22) 
Compte-tenu de l’hypothese de Boussinesq [19] on 
peut ecrire, d’apres (6) et (9): 

4 \slPr + v,/Pr, w 
-_= -C,- 
5 ;+ v, PUJc?y 

(23) 

D’aprb les relations (13) et (14). qui impliquent 
d’ailleurs que les variations en x sont negligeables, on 
obtient : 

de+ 1-A+Q+ V + I’, 
-= 
du+ 1-A+u+ i/Pr+v,/Pr,’ 

(24) 

Dans la sous-couche “conductrice”, on en deduit: 

e+ =+[l_e-4-,‘P’I 
Dans la region pleinement turbulente, en supposant 
Pr, constant, on obtient. dans le cas sans aspiration: 

cl+ 1 
-= 
Pr, 

FlogI’+ fFo 

ou F,, est une constante qur depend de Pr,. 
Avec aspiration, l’integration de l’equation (24) en- 

traine 
()-A+~+)“P’, = M(1-A+r,+)“2 (27) 

oti M est une constante dependant de A+ et de Pr, 
qui doit etre Cgale a l’unite pour A+ = 0. La relation 

(20) permet alors d’ecrire: 

r12;11-(1-A+Bf)‘.“P’~] =xlogy++ MC+;. (28) 

Lorsque A+ tend vets zero, le premier membre de (28) 
tend vers Q+/Pr,; quant a M, d’apres (27), il se met 
sous la forme: 

1-$9+io+... 

M= ’ 

l-$(u+),... 

ou encore, d’apres (21) et (26) 

M = l+(C,-Fo)$. (29) 
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11 en rbulte, compte-tenu de C + 2/A+ = Co, que 

MC+;= Co(Co-Fo)$+Fo, 

groupement qui tendvers F. lorsque A+ tend vers zero. 
D’apres les rtsultats expkrimentaux, M reste faible- 

ment supkrieur a I’unitt (environ 1,05) et K augmente 
legerement avec l’aspiration (cf. Fig. 4). Dune facon 
analogue a l’expression de Stevenson pour le profil de 
vitesse moyenne, on peut proposer la loi de distribution 
de temperature moyenne: 

&[I- (i-A+e+)1’2Pr~] =ilogy++Fo (30) 

oti K et F. sont independants de A+ 

16 

IL’__-- 
IO' 102 

Y+ 

I 
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1 

Ll 
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FIG. 6. Comparaison des profils experimentaux de temp& 
rature dam la region pleinement turbulente (cas No. 2). 
U. = 12ms-‘; Ut = 0,47ms-i; 0,--O, N 22K; 08 L 
1.07K; &, = 62mm; Pr, = 0.9; X’ = 136.; 6. = 48mm. 

-.-•-.-, A = 0; A, A = 0.0015; n , A = 0.0030. 

La Fig. 6 montre.que, dans la region pleinement 
turbulente, la loi de distribution de temperature 
moyenne, selon cette expression, est bien vtrifiee dans 

le cas d’expbience No. 2. On peut done obtenir le 
profil de temperature, en presence d’aspiration, a park 
du profil de vitesse sans aspiration. Dans le cas 
d’experience No. 1, le regroupement ne serait pas aussi 
bien realise [7], ce qui est vraisemblablement lie au 
fait que ie regime thermique n’est pas completement 
developpe. 

4 CONCLUSIONS 

Une Ctude phCnomenoIogique d’une couche limite 
turbulente sur plaque plane avec aspiration et chauffage 
g la paroi a 6tt effecttree. 

Deux cas d’expkrience ont CtC consider& pour le 
champ thermique. Dans le premier cas, le debut du 
chauffage coincide avec celui de l’aspiration; dans le 
second cas, il est pratiquement confondu avec la ligne 
de transition a la turbulence. 

L’analyse des rtsultats p&met de degager les points 
suivants : 

(a) Les hypotheses generalement admises dans la 
region interne de la couche limite concernant le flux 
de masse orthogonal a la paroi, la tension de frottement 
et la densite de flux de chaleur orthogonal a la paroi 
sont d’autant mieux verifies que I’aspiration augmente, 
dans la limite des taux d’aspiration utilises, tout au 
moins dans le second cas d’expkrience. 

(b) L’expression de Stevenson relative aux vitesses 
moyennes est bien verifite dans la region pleinement 
turbulente. En ce qui concerne le profil de temperature 
avec aspiration, une expression analytique est proposee. 
Ainsi, on peut deduire le profil de temperature avec 
aspiration de celui de vitesse sans aspiration. 
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PHENOMENOLOGICAL STUDY OF A TURBULENT BOUNDARY LAYER 
WITH WALL SUCTION AND HEATING 

Abstract-A checkmg of the assumptions generally accepted m the case of the inner region of a 
turbulent boundary layer with wall heating and suction is carried out. In the fully turbulent zone of the 
boundary layer, an analytical expression for the temperature profile with suction is proposed. It enables 

us to deduce the temperature profile with suction from the velocity profile without suction. 

PH.&NOMENOLOGISCHE UNTERSUCHUNG EINER TURBULENTEN 
GRENZSCHICHT MIT WANDABSAUGUNG UND WANDBEHEIZUNG 

Zusammenfassung-Die dblicherweise fur den Innenbereich einer turbulenten Grenzschicht mit Wand- 
absaugung und Wandbeheizung angenommenen Hypothesen werden iiberpriift. Fur den rein turbulenten 
Bereich der Grenzschicht wird ein analytischer Ausdruck fiir das Temperaturprofil bei Absaugung 
vorgeschlagen. Dieser Ausdruck erlaubt die Bestimmung des Temperaturprofils mit Absaugung aus dem 

Geschwindigkeitsprofil ohne Absaugung. 

@EHOMEHOJIOI-WHECKOE HCCJTEJJOBAHHE TYPEYJTEHTHOFO 
I-IOFPAHHYHOFO CJIOII I-IPH HAJIMYMH OTCOCA H HAI-PEBA CTEHKH 

~OT~IIIUI - PaCCMaTpnBaIoTCn o6menpmurTMe nonymemin 0 nHyTpe%n& o6nacm Typ6ynertT- 
nor0 norpamiurioro cnor3 npu H-H o~coca H Harpesa cTe=. llpeanoxerlo SUIaJIHTH’leCKoe 
BbIpaxeHHe AJu IIpO@inn TehmepaTypbI B o6nacTsi Typ6yneHTHOrO apa norpamiraoro CJIOR rqm 
HaJIU’iHH OTCOCa. Aamioe BbIpaXeHWn Il03BOnReT OlIpeAellHTb TeMllepaTypHbI8 IIpO&i.ilb IQXi &UIH- 

YHH o~coca gepes npo&fnn CKO~OCTU, nony4emibre 6e3 oTcoca. 


